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EINLEITUNG 
Die Diskriminante einer endlichen separablen Korpererweiterung K s L 
ist ein Element der Quadratklassengruppe K*/(K*)‘. Man erhtilt sie als 
Nebenklasse zur Determinante der Matrix (tr(xixj)), wenn (x,,...,x,\ eine 
Basis von L ist. Andere Versionen des Diskriminanten-Begriffs kennt man 
fur Erweiterungen von Ringen ganzer algebraischer Zahlen [9]. Mit der 
Diskriminante der abstrakten Korpererweiterung haben sie alle das Eine 
gemeinsam: Es handelt sich urn eine Invariante des Bilinearraumes zur Spur- 
Form. 
In dieser Arbeit geben wir ein Diskriminanten-Konzept fur 
Galoiserweiterungen kommutativer Ringe an. Dabei betrachten wir fur eine 
Galoiserweiterung R c A wiederum die Spur-Form T: A x A 3 (x, y) b 
tr(xy) E R und ordnen ihr die Diskriminante des Bilinearraumes (A, r> im 
Sinn von Bass [2] zu. 
Interessant werden die Betrachtungen vor allem dadurch, dafl-wie bei 
den Zahlringen-zwischen der Diskriminante einer Erweiterung und ihrer 
Modulstruktur ein enger Zusammenhang besteht. Wahrend sich die bisher 
bekannten Ergebnisse iiber die Modulstrukturen von Galoiserweiterungen 
i.iber dem Grundring auf quadratische und Kummersche Erweiterungen 
13, 6, 171 beschrlnkten, erhalten wir fur einen Grundring R der Serre- 
Dimension 1 (siehe Abschnitt 4) folgende Aussage: 
Galoiserweiterungen, deren Gabisgruppe von ungerader Ordnung ist 
oder deren Galoisgruppe nicht-zyklische 2-Sylowuntergruppen 
besitzt, sind als R-Mod& frei. Besitzt G eine zyklische 2- 
Sylowuntergruppe H # 0, so treten bei G-Galoiserweiterungen bis 
auf freie direkte Summanden dieselben R-Modulstrukturen auf wie 
bei H-Galoiserweiterungen. 
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Dieses Resultat enthiilt als Spezialfalle Ergebnisse von Gallagher [lo] (fur 
Korpererweiterungen) und von Maurer [ 141 (f iir unverzweigte Erweiterungen 
von Zahlringen). 
1. DEFINITIONEN UND GRUNDTATSACHEN 
Wir betrachten Galoiserweiterungen iiber einem kommutativen Grundring 
R. Alle auftretenden Tensorprodukte sind iiber R gebildet, und G bezeichnet 
stets eine endliche Gruppe der Ordnung n. 
Eine Erweiterung R c A kommutativer Ringe, welche mit einer treuen 
Operation von G als Gruppe von R-Algebrenautomorphismen versehen ist, 
heiBt G-Galoiserweiterung, wenn A ein endlich erzeugter projektiver R- 
Modul ist und G eine Basis des A-Moduls R-Mod(A,A) bildet, dessen 
Struktur vom kovarianten Argument herriihrt [5]. Man faBt die G- 
Galoiserweiterungen von R zu einer Kategorie zusammen, indem man als 
Morphismen diejenigen Abbildungen wiihlt, welche sowohl die R- 
Algebrenstrukturen als such die G-Modulstrukturen respektieren. Gal(R, G) 
bezeichnet die Menge der Isomorphieklassen dieser Kategorie, und durch 
geeignete Zuordnungsvorschriften wird Gal(-, -) zu einem mengenwertigen 
Funktor. L&Bt man nur abelsche Galoisgruppen G zu und betrachtet 
Gal(R, G) als abelsche Gruppe vermiige der Harrisonschen Struktur, so wird 
daraus ein abelschwertiger Funktor. 
Fur Details sei auf [ 11, 151 verwiesen. Daneben benutzen wir die Lecture 
Notes von DeMeyer, Ingraham [7] und Knus, Ojanguren [ 131 als Quellen 
fur grundlegende Eigenschaften von Galoiserweiterungen, wie beispielsweise 
die Fixringbeziehung AC = R. 
A bezeichnet von nun an stets eine G-Galoiserweiterung von R. Dann ist 
A ein treuprojektiver R-Modul vom Rang n, und die Spurform T: A X A 3 
(x, y) b tr(xy) E R ist nicht-singular [ 13, Chap. 3, Theoreme 4.71. Die n-te 
luBere Potenz ll\:(A) ist daher ein invertierbarer R-Modul, auf dem die 
Vorschrift pUa(xl A . . . A x,, y, A ... A y,) := det(tr(xiyj)) eine nicht- 
singulare symmetrische Bilinearform definiert. Damit ist (Ai(A),pA) ein R- 
Diskriminantenmodul im Sinn von Bass [2], dessen Terminologie wir im 
folgenden verwenden wollen. 
Ein R-Diskriminantenmodul (P, a) ist ein invertierbarer R-Modul P 
zusammen mit einer nicht-singularen symmetrischen Bilinearform a: 
P X P-t R, was nichts anderes ist, als ein Isomorphismus P @ P N R. 
Morphismen von R-Diskriminantenmoduln sind strukturerhaltende 
Abbildungen. Auf Dis(R), der Menge der Isomorphieklassen von R- 
Diskriminantenmoduln, induziert das Tensorprodukt eine Verkniipfung, 
w&be Dis(R) zu einer abelschen Gruppe vom Exponent 2 macht. Das 
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neutrale Element ist dabei die Klasse des trivialen R-Diskriminantenmoduls 
CR, 1). 
Man sieht nun schnell, dal3 [Ai (A),pu,] E Dis(R) eine Invariante des 
Isomorphietyps der G-Galoiserweiterung A von R ist. 1st nlmlich f: A -+ B 
ein Morphismus von G-Galoiserweiterungen, so ist AZ(f) mit den 
Bilinearstrukturen vertrlglich, wie folgende Gleichungen zeigen: 
= det(tr(f(xi) f( yj))) = det 
g(xi.Yj) = det(tr(xiyj)) 
zp,(x, A .a. Ax,, y, A -a* A Y,>. 
DEFINITION 1.1. Wir nennen [Ai (A), pu, ] Diskriminante der G- 
Galoiserweiterung A von R und bezeichnen mit dis(R, G): Gal(R, G) + 
Dis(R) die Abbildung, welche einer Klasse [A] die Diskriminante von A 
zuordnet. 
Man kann A noch auf eine zweite, ebenfalls nattirliche Weise einen R- 
Diskriminantenmodul zuordnen. Dabei gehen wir von einem Resultat aus, 
das in der Literatur im Zusammenhang mit dem Homomorphismus 
H’(G, U(A)) -+ Pit(R) aus der siebengliedrigen exakten Folge von Chase, 
Harrison und Rosenberg [5] angegeben wird. Einen besonders schonen 
Beweis davon findet man bei Borevich [ 3 1. 
LEMMA 1.2. Fur jeden eindimensionalen Kozykel a E Z’(G, U(A)) ist 
der Fixuntermodul A” := {x E A 1 Vg E G: g(x) = a(g) x} ein invertierbarer 
R-Modul, und fir je zwei Kozykeln a, P induziert die Multiplikation von A 
einen Isomorphismus A” @ A4 3: A”s von R-Moduln. 
Verkniipft man die regulare Darstellung A: G -+ S, mit der Vorzeichen- 
Zuordnung E: S, -+ (f l}, so erhllt man einen Homomorphismus sign(R, G) 
von G in die Einheitengruppe des Ringes R. Man priift schnell nach, dal3 
sign(R, G) such ein Kozykel in Z’(G, U(A)) ist. 
KOROLLAR 1.3. Fur eine G-Galoiserweiterung A von R ist (ASigncRVG’, 
mult) ein R-Diskriminantenmodul. 
Beweis. Dies folgt aus Lemma 1.2, denn sign(R, G)* ist der triviale 
Kozykel 1, und es gilt A’ = AG = R. 
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2. DER ENTSCHEIDENDE ISOMORPHISMUS 
SATZ 2.1. Fur eine G-Galoiserweiterung A von R sind die beiden R- 
Diskriminantenmoduln (AI (A), pu,) und (Asign(R*G), mult) isomorph. 
Beweis. E sei die A-Algebra der Abbildungen von G nach A mit den 
punktweise definierten Verkniipfungen, und A @A sei durch die Skalar- 
bereichserweiterung A @- entstanden. Dann wird durch die Vorschrift 
Q(x 0 y>(g) := xg(Y) ein Isomorphismus 6: A @A 3 E von A-Algebren 
definiert [5]. Kanonische Morphismen verlangern A;1 (e) zu der Zuordnung 
1st auf G eine Numerierung ( gl,..., g,} gewlihlt, so wird x, A . . . A x, E 
Ai (A) durch y auf das Element det(g,(xJ) abgebildet, welches tatsachlich 
bereits in AsignfR*‘) liegt. Fur h E G gilt namlich: 
h(det( gi(xj))) = 1 e(n) ,fii h(gx,,(x./)) 
nes, 
= T‘ sig@, G)(h) @th) ~1 1’1 g,(tz)z(j)(Xj) 
722, j= I 
= sign(R, G)(h) det( gi(xj)). 
1st y, A . . . A y, ein weiteres Element von A:(A), so ist 
Wg&)) det(gdYj)) = deC3~ 1 ok g/c(Yj)) = Wtr(xiYj)). Y ist also 
ein Morphismus von Diskriminantenmoduln. Urn schlierjlich noch die 
Bijektivitat von y zu zeigen, betrachten wir den A-Modulhomomorphismus 
A @ A; (A) +A@A @ ASiB”(R.G) +mult A. Da mult(y @ r) =pA ist, liegt 1 in 
seinem Bild. Er ist also surjektiv, zerfallt folglich, und aus Ranggrtinden ist 
er bereits ein Isomorphismus. Der zweite Pfeil allein ist aber ebenfalls ein 
Isomorphismus 13, Propositionen 2.5 und 2.81. Deshalb ist such A 0 y einer, 
und wegen der Treuflachheit von A war bereits y ein Isomorphismus. 
KOROLLAR 2.2. Ist sign(R, G): G -+ U(R) trivial, so haben alle G- 
Galoiserweiterungen von R die triviale Diskriminante [R, 11. 
Beweis. 1st sign(R, G) = 1, so ist (Asign(R9G), mult) = (R, mult) = (R, 1). 
KOROLLAR 2.3. Fur quadratische Erweiterungen stimmt dis(R, C,) mit 
der von Revoy [ 161 betrachteten Invarianten Gal(R, C,) 3 [A] H [Ke(tr), 
mult] E Dis(R) uberein. 
Beweis. Fiir C, = { 1, t} ist sign(R, C,)(t) = -1, und es gilt Asig”(RVC2) =
{x E A / t(x) = -x} = Ke(tr). 
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3. REDUKTION AUF ZYKLISCHE ERWEITERUNGEN VON 2-POTENZ-GRAD 
Wir behalten die bisherigen Bezeichnungen bei und betrachten zunachst 
sign(R, G) etwas genauer. 
LEMMA 3.1. (a) Zst g E G, und bezeichnen ord(g), ind(g) die Ordnung 
bzw. den Index der von g erzeugten Untergruppe von G, so ist 
sign(R, G)(g) = (-l)ind(g)(ord(g)- 1). 
(b) Fur einen Ring R, in dem 2 # 0 ist, ist sign(R, G) genau dann 
nicht-trivial, wenn G nicht-triviale zyklische 2Sylowuntergruppen besitzt. 
(c) Hat G eine nicht-triviale zyklische 24ylowuntergruppe H, so 
bilden in G die Elemente ungerader Ordnung einen Normalteiler D, und G ist 
das semidirekte Produkt von D und H. 
Bourbaki [4, Chap. 1, p. 139, Exercise 291 bietet diese Aussagen als 
ubungsaufgabe an. Ihr Beweis erfordert keine besondere Miihe und sol1 such 
hier nicht angegeben werden. 
Hat also G triviale oder nicht-zyklische 2-Sylowuntergruppen, so sind die 
Diskriminanten aller G-Galoiserweiterungen trivial. 
SATZ 3.2. G habe eine nicht-triviale zyklische 2-Sylowuntergruppe H der 
Ordnung 2”. Dunn enthdlt jede G-Galoiserweiterung A von R eine Kette von 
Unterringen R s A, s . . . c A,,, c A mit folgenden Eigenschaften: Fur 
1 < j ,< m ist R E Aj eine zyklische Galoiserweiterung vom Grad 2j, und die 
Diskriminante von A stimmt mit dis(R, Cti) ([A,]) tiberein. 
Beweis. Nach Lemma 3.1 gibt es zur Inklusion q: H + G eine Retraktion 
p: G + H mit dem Kern D. Fiir 1 ,< j < m seien nun Gj der Kern des 
Epimorphismus G -P H N C,, -+kan Cti und Aj der zugehiirige Fixring. 
Die Gj bilden dann offensichtlich eine absteigende Kette und die Aj 
folglich eine aufsteigende. Nach dem Fundamentalsatz [5, Theorem 2.21 ist 
Aj eine C,,-Galoiserweiterung von R. 1st t ein erzeugendes Element von H, so 
wird Gi von D und tv’ erzeugt. Deshalb gilt: 
A;ign(R3Cd = {x E Ajlt(x) =-x} 
= {xEA/t(x)=-x und VdED:d(x)=x} 
Mit Hilfe von Satz 2.1 folgt daraus die Gleichheit der Diskriminanten. 
Bemerkung. Betrachtet man Galoiserweiterungen KC L von Kiirpern 
und identifiziert Dis(K) mit K*/(K*)*, so erhllt man als Spezialfall unserer 
Ergebnisse Gallaghers Resultat [ 10, Theorem l] iiber die “klassischen” 
Diskriminanten dieser Erweiterungen. 
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KOROLLAR 3.3. In der Situation von Satz 3.2 bestehen zwischen den 
Diskriminanten-Zuordnungen folgende Beziehungen: 
(a) dis(R, G) = dis(R, C,) 0 Gal(R, pi), 1 <j < m, 
(b) dis(R, G) = dis(R, H) 0 Gal(R, p), 
(c) dis(R, H) = dis(R, G) o Gal(R, q). 
Beweis. Fur 1 <j< m gilt Gal(R, Rj) ([A]) = [A’j] = [Ai], da pj 
surjektiv ist [ 151. Mit Hilfe des Satzes erhiilt man daraus die Gleichung (a). 
Die Aussage von Teil (b) entspricht dem Fall j = m, und fiigt man auf beiden 
Seiten davon Gal(R, q) hinzu, so ergibt sich (c). 
KOROLLAR 3.4. Zst G abelsch, und trtigt Gal(R, G) die Harrisonsche 
Gruppenstruktur, so ist dis(R, G): Gal(R, G) -+ Dis(R) ein Homomorphismus. 
Beweis. 1st sign(R, G) trivial, so ist dis(R, G) der Null-Morphismus 
(2.2). Im anderen Fall ist dis(R, G) = dis(R, C,) 0 Gal(R, p,), Gal(R, pl) ist 
nach Harrisons Konstruktion ein Homomorphismus, und fur dis(R, C,) hat 
Revoy [ 161 die Behauptung bewiesen (vgl. Korollar 2.3). 
4. MODULSTRUKTUREN VON GALOISERWEITERUNGEN 
In diesem Abschnitt sei R ein kommutativer Ring der Serre-Dimension 1, 
d.h. jeder endlich erzeugte projektive R-Modul konstanten Ranges zerfalle in 
eine direkte Summe aus einem freien und einem invertierbaren R-Modul. G 
sei weiterhin eine endliche Gruppe der Ordnung It. Eine G-Galoiserweiterung 
A von R ist dann als R-Modul isomorph zu R”-’ 0 A; (A). Durch die 
Invariante [Ai (p)] E Pit(R) ist also die R-Modulstruktur von A 
charakterisiert, und da sie durch Vergessen der Bilinearstruktur aus der 
Diskriminante hervorgeht, konnen wir unsere bisherigen Ergebnisse 
anwenden. 
DEFINITION 4.1. In Anlehnung an die Terminologie von Bass [ 1 ] nennen 
wir [A;I (A)] “Determinante der G-Gaioiserweiterung A von R” und 
bezeichnen mit det(R, G): Gal(R, G) --t Pit(R) die Determinanten- 
Zuordnung. 
Bemerkung. Fur quadratische Erweiterungen stimmt die Determinante 
mit der von C. Small [ 171 betrachteten Invarianten [Ke(tr)] fiberein 
(vgl. 2.3). 
SATZ 4.2. Der Ring R habe die Serre-Dimension 1, und G sei eine 
endliche Gruppe der Ordnung n. Dann gilt: 
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(a) Jede G-Galoiserweiterung A von R ist als R-Modul frei vom Rang 
n, falls eine der folgenden drei Bedingungen erfiillt ist: 
(i) n ist ungerade; 
(ii) G besitzt nicht-zyklische 2-Sylowuntergruppen; 
(iii) In R ist 2 = 0. 
(b) Besitzt G eine nicht-triviale zyklische 2-Sylowuntergruppe H, so 
kommen bei den G-Galoiserweiterungen von R bis auf freie direkte 
Summanden genau dieselben R-Modulstrukturen vor wie bei den H- 
Galoiserweitrungen von R. 
Beweis. (a) In jedem der drei Fllle ist sign(R, G) trivial (vgl. 3.1). Wie 
in 2.2 gilt daher fur die Determinante [A:(A)] = [ASiBnCRYG)] = [RI. 
(b) Aus 3.3 folgt, da13 die Bilder von dis(R, G) und dis(R, H) 
iibereinstimmen. Also gilt dies such fur die Bilder der entsprechenden 
Determinanten-Zuordnungen. 
KOROLLAR 4.3. Sei Kg L eine endliche unverzweigte Galoiserweiterung 
algebraischer Zahlkiirper mit Galoisgruppe G. Dann besitzt die Erweiterung 
R c A der zugehorigen Ringe der ganzen algebra&hen Zahlen eine relative 
Ganzheitsbasis, falls eine der folgenden beiden Bedingungen erfiillt ist: 
(i) Die Ordnung von G ist ungerade; 
(ii) G besitzt nicht-zyklische 2-Sylowuntergruppen. 
Beweis. R E A ist eine G-Galoiserweiterung [5, lS.d], und R ist ein 
Dedekindring, also ist Satz 4.2 anwendbar. 
Bemerkung. In der Situation des Korollars wird die R-Modulstruktur 
von A such durch Friihlichs Idele-Diskriminante beschrieben [9]. Friihlich 
[9, Theorem 4.31 hat such bereits gezeigt, daB (i) eine hinreichende 
Bedingung fiir die Existenz einer Ganzheitsbasis ist. Dal3 dafiir such (ii) 
hinreichend ist, haben aber anscheinend erst sehr vie1 spslter Maurer [14] 
und der Autor [12] unabhingig voneinander bemerkt. Maurer fiihrt seinen 
Beweis mit Hilfe der Idele-Diskriminante. 
Urn zu wissen, welche Modulstrukturen bei Galoiserweiterungen des 
Ringes R auftreten kiinnen, geniigt es, die Strukturen zyklischer 
Erweiterungen von 2-Potenz-Grad zu kennen (4.2). Fiir Kummersche 
Erweiterungen konnen wir diese angeben. Dabei heirjt eine zyklische 
Galoiserweiterung vom Grad 2”’ Kummersch, wenn die Einheitengruppe 
U(R) eine zyklische Untergruppe 0 der Ordnung 2” enthllt, so daB fur alle 
1 # 8 E 0 das Element 1 - B invertierbar ist [3]. 1st R zusammenhiingend, 
so ist dies dazu Equivalent, da13 2 E U(R) ist und R eine primitive 2”-te 
Einheitswurzel enthllt [6]. 
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SATZ 4.4. Fur zyklische Kummererweiterungen vom Grad 2” besteht das 
Bild der Determinanten-Zuordnung det(R, C,,) genau aus denjenigen 
Klassen [P] E Pit(R), welche von 2 annuliert werden und durch 2m-L teilbar 
sind. 
Beweis. 1st x ein erzeugendes Element der Gruppe Hom(Czm, O), so 
besitzt die Zuordnung Gal(R, C,,) 3 [A] b [AX] E Pit(R) das Bild {[PI E 
Pit(R) 1 [PI’” = [RI} [3, Sect. 8, Theorem 21. (Fur zusammenhaqende 
Ringe R zeigt dies such Childs [6].) Macht man sich nun klar, dal3 x2 = 
sign(R, C,,) ist, so erhllt man die Aussage des Satzes mit Hilfe von 
Lemma 1.2. 
Kehren wir nun wieder zum allgemeinen Fall zuriick: R sei ein 
kommutativer Ring, und fur m > 1 bezeichne B,,,(R) das Bild der Zuordnung 
det(R, C,,). Mit Hilfe von 3.2 und 3.4 sieht man, dalj B,(R) 2 B,(R) 2 ..a 
eine absteigende Kette abelscher Gruppen vom Exponent 2 ist, welche im 
folgenden mit B(R) bezeichnet wird. Fur Ringe R der Serre-Dimension 1 
enthiilt B(R) die gesamte Information iiber die Modulstrukturen der 
Galoiserweiterungen von R. 
Fur m > 1 betrachten wir nun die Gruppen B,(R) bzw. B,(R)/B,+ ,(R) 
als Vektorraume iiber dem K&per GF(2) und bezeichnen ihre Dimensionen 
mit b,(R) bzw. d,(R). Das Folgenpaar ((b,(R)), (d,(R))) nennen wir den 
Typ der Kette 23(R). 
SATZ 4.5. Sei ((b,), (d,)) ein Folgenpaar von Kardinalzahlen, und fur 
i > 1 gelte b, = bi+, + di. Dann gibt es einen Dedekindring R, dessen Kette 
23(R) vom vorgegebenen Typ ist. (Es ist klar, da13 das Erfiilltsein der 
Gleichungen notwendig ist fur das Auftreten als Typ einer Kette 6(R).) 
Beweis. Aus Satz 4.4 sieht man, da13 es geniigt, einen Dedekindring R zu 
linden, der l/2 und primitive 2”-te Einheitswurzeln fiir alle m > 1 enthalt 
und dessen Picardgruppe folgender Bedingung geniigt: die Untergruppen 
{[PI E Pit(R) ] [P] ist durch 2”-’ teilbar und wird von 2 annuliert} bilden 
eine absteigende Kette vom vorgegebenen Typ. 
1st b, die kleinste der Kardinalzahlen bi, i > 1, so ist Z(2”)‘bw’ @ 
ui,, E/2iZ’di’ ein geeigneter Kandidat fur die Gruppe Pit(R), wie man 
leicht nachpriift. Nach dem Satz von Claborn [8, Chap. 3, Theorem 14.101 
existiert such stets ein Dedekindring R mit der vorgegebenen Picardgruppe, 
und verfolgt man Fossums Beweis, so stellt man fest, da13 dabei der Ring R 
immer so gewlhlt werden kann, da13 er C als Unterring enthalt. 
ANHANG: INVARIANTEN ABELSCHER ERWEITERUNGEN 
Seien R ein kommutativer Ring und G eine endliche abelsche Gruppe, 
R [G] bezeichne den zugehorigen Gruppenring. 
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PROPOSITION. Die Znvarianten dis(R, G) und det(R, G) sind mit der 
Picard-Znvarianten pic(R, G) von Garfinkel, Orzech [ 111 durch folgendes 
kommutative Diagramm verkmipftt: 
Dabei bedeutet sign(R, G), “Znduktion ltings sign(R, G).” 
Beweis. Die Zuordnung 7~: A + Asign(RqG’, 
xk+ \‘ 
gz Sk@, G)(g) g(x) 
ist ein surjektiver Homomorphismus von R-Moduln [3, Proposition 2.41. 
Betrachtet man ASignCR*‘) als R[G]-Modul via sign(R, G), so ist rc sogar 
R [G]-linear. Der Induktionsfunktor sign(R, G), macht daraus einen R- 
Epimorphismus 
sign(R, G), (7~): sign(R, G), (R) + ASignCR*‘). 
Rangargumente zeigen, da13 dies bereits ein Isomorphismus ist. 
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